Moderni logika

(verze z brezna 20261)
Podle zacatku spisu RUSSELL, B., WHITEHEAD, A. N. Principia Mathematica,
Cambridge University Press. 1927.

Prvotni ldE] € (ang. primitive ideas)

Elementarni proposice (¢esky obvykle ,vyroky“, ang. elementary propositions, z lat. pono, kladu;
uzivame [pro n€] proménné, ang. variables, z lat. varius, pestry: p, q, r, S) jsou proposice, tj. vyrazy (ang.

expressions) bud’ pravdivé, anebo 1Zivé, neobsahujici Zddné zdanlivé proménnéz.

Elementarni proposi¢ni funkce (¢esky obvykle ,vyrokové funkce®, ang. elementary propositional
functions, z lat. fungor, hraji, vénuji se) jsou vyrazy obsahujici proménné, které po ohodnoceni (z ang.
value, z 1at. valeo, zvladam) svych proménnych prejdou v elementarni proposice; tém rikame jeji

hodnoty.

Zasazeni (Cesky obvykle ,tvrzeni“, ang. assertion, z lat. assero, sazim do tady; F) je pridani elementarni
proposice nebo elementarni proposi¢ni funkce i se vSemi jejimi instancemi (z lat. sto, stojim) do naseho

rozvoje jako pravdivé zasady.

Negace (ang. negation, z lat. ne, ne; zapisujeme ~p a ¢teme ,ne p“) je elementarni proposi¢ni funkce
jedné proménné [pro] elementarni proposice, jejiz hodnota je pravdiva, byla-li hodnota proménné 1ziva,

a 1ziv4, byla-li pravdiva.

Disjunkce (ang. disjunction, z lat. iungo, pojim; zapisujeme p V q a Cteme ,p nebo q“) je elementarni
proposicni funkce dvou proménnych [pro] elementarni proposice, jejiz hodnota je pravdiva, byla-li

aspon jedna z hodnot proménnych pravdiva, a 1ziva, byly-li obé 1zivé.

1 Za pietteni a pfipominky dékuju Davidu Roubinkovi.

2 Viz Dalsi prvotni ideje.



Priklady

Predstavme si jako popis obrazku

® ® ©

véty o tom, u jakého kolecka je jaké velké pismeno. Napft. ,U kolecka s malym pismenem a je velké

pismeno A.“ bychom chapali jako elementarni proposici p.

Vétu U kolecka x je velké pismeno A.“ bychom pak chapali jako elementarni proposic¢ni funkci, ktera by
presla v pravdivou elementarni proposici, kdybychom proménnou x ohodnotili kole¢kem s malym
pismenem a, nebo koleckem s malym pismenem b, a v nepravdivou elementarni proposici, kdybychom

proménnou x ohodnotili koleckem s malym pismenem c.

Do svého rozvoje budeme jako zasady pridavat (zasazovat) jen takové elementarni proposice Ci
elementarni proposi¢ni funkce, které jsou pravdivé o jakémkoli takovém obrazku, napf. , U kolecka x je

velké pismeno A, nebo tam neni.”

Kdybychom v elementarni proposi¢ni funkci ~p proménnou p ohodnotili jako ,U kolecka s malym
pismenem a je velké pismeno A.“ presla by v, U kolecka s malym pismenem a neni velké pismeno A.“ a

byla by 1Ziva.

Kdybychom v elementarni proposic¢ni funkci p V g proménnou p ohodnotili jako ,U kolecka s malym
pismenem a je velké pismeno A.“ a proménnou q ohodnotili jako , U kolecka s malym pismenem c je
velké pismeno A.“, ptesla by v, U kolecka s malym pismenem a, nebo s malym pismenem c je velké

pismeno A.“ a byla by pravdiva.

Nebo, abychom nevyvolavali dojem jen stavebnicového skladani, predstavme si elementarni proposice
jako (bud’ pravdivé, anebo 1Zivé) myslenky uchopené v nddobce na mySlenky (orig. pensieve)

z popularni détské knizky:



... The silvery light was coming from the basin’s
contents... He could not tell whether the
substance was liquid or gas. It was a bright,
whitish silver, and it was moving ceaselessly;
the surface of it became ruffled like water
beneath wind, and then, like clouds, separated
and swirled smoothly. It looked like light made

liquid — or like wind made solid...

... Stribrité svétlo prichazelo z obsahu
nadobky... Neumél rozlisit, zda ta substance
byla tekuta ¢i plynna. Byla jasna, bélostné
stribrna a pohybovala se bez ustani; jeji
povrch prechazel do z¢eteni jako voda ve
vétruy, a pak se jako mraky rozpadala a hladce
virila. Vypadala jako rozteklé svétlo - nebo

jako zpevnény vitr... 3

Uchopime-li takto mySlenku s proménnou, pestrou barevnosti, ktera by presla v elementarni proposici

po vyladéni (ohodnoceni) barev, drZzime elementarni proposi¢ni funkci.

Uchopenou elementarni proposici nebo elementarni proposic¢ni funkci si jako zasadu podrzime ve svych

rozvijenych myslenkach, bude-li pravdiva nezavisle na ¢emkoli.

Uchopime-li mySlenku p a proménime-li jeji pravdivost a lzivost, drzime myslenku ~p.

Uchopime-li myslenku p s myslenkou q a spojime-li je do jedné tak, aby byla pravdivg, je-li aspon jedna

z téch dvou pravdiva, a aby byla 1ziv4, jsou-li obé 1zivé, drzime myslenku p V g.

3 Z knihy Rowling, |. K., Harry Potter and the Goblet Of Fire.



Definice implikace (ang. implication, z lat. plico, pletu)

*1.01 p — g (¢teme ,jestlize p, pak q“) je zkratkatza ~p V q

Prvotni proposice (ang. primitive propositions)

*1.1  Cokoli implikovaného pravdivou elementarni proposici je pravdivé. (,pravidlo inference“, ang.
rule of inference, z lat. rego, spravuji, a z lat. fero, resp. z Fec. épw, nesu)5

12 r(pvp)—p

13 rFq—(pVva)

*1.4  +(pVvq)—(qVp) (,principé permutace”)

*1.5 F(pVv(gVvr))-(qV(pVr)) (.,asociativni princip“)’

16 F(@-r->((pva)—>(pVvr)

*1.7  Negace elementarni proposice je elementarni proposici.

*1.71 Disjunkce dvou elementarnich proposic je elementarni proposici.

*1.72 V disjunkci dvou elementarnich proposicnich funkci obsahujicich tu samou proménnou tuto

proménnou mizeme brat jako jednu. (,pravidlo identifikace skute¢né proménné“)

4 Definice” jsou v PM zkratky, jez ale nejen zkracuji, nybrz i ukazuji smér analyzy.

5 Na vétsi zmény proti originalu se pokusim upozornit, predev$im pouzivam novéjsi symboliku. Kromé toho, v PM
je *1.1 doplnéna o podminénou *1.11, ktera je pak v diikazech pouzivana; ta vyslovné zminuje elementarni
proposicni funkce (jeZ v diikazech opravdu ukazujeme) a zni ,Jestlize + @p a  @p — Yp, pak F yp.“, pripadné i pro
vice proménnych. Pouziti proménné [pro] elementarni proposice je tu dilezité z hlediska pravidla identifikace
skutecné proménné, resp. z hlediska pravidla typti. Pro svou podminénost je ale vzdy pouzita spolu s dale
neuvadénou *1.1, podle niZ postupujeme. Ja budu naopak psat *1.1 a tiSe pouzivat *1.11. Viz PM, s. 95.

6 Ponechavam ve jménech slova ,princip“ a ,zakon" podle originalu, resp. tradice, ale z naSeho pohledu jde o
zasady (tj. ang. assertions).

7 PoCet axioml miiZe byt jesté sniZen, *1.4 ,nebo *1.5 lze odvodit. Uvadim piivodni verzi.



Vyvadéné proposice

*2.01 + (p » ~p) = ~p (,princip diikazu sporem®, nebo ,princip neprimého dikazu*, lat. reductio ad

absurdum, tj. doslova ,prevedeni do neslySitelnosti“)

Dukaz:
(1):*1.2 [p = ~p] F(~pV~p)—>~p
(2):z (1),*1.01 F(p—~p)—~p

(zapis [p = ~p] uzivame pro substituci ~p za p, vysledkem substituce je instance ptivodni zasady; ang.
substitution, z lat. statuo, stavim; kdybychom v *1.2 substituovali za p napt. ~p V g, vysledkem by bylo

F((~pVvQq)V(~pVQq))—(~pVQq), coZjejina instance téZe zasady)

*2.02+q-=>(p—q)

Dukaz:
(1): *1.3 [p = ~p] Fq—(~pVvaq)
(2):z (1), *1.01 Fq—(p—q)

*2.03 F (p = ~q) = (9 = ~p) (,princip transposice")

Dukaz:
(1):*14 [p=~p,q:=~q] F(~pV~q)—(~qV~p)
(2):z (1), *1.01 F(p—>~q)—(q—-~p)

*204Fr(p>@—=1))—>(q—-(p—1)

Dukaz:
(1):*1.5[p=~p,q:=~q] F(~pVv(~qVvr))—->(~qV(~pVr))
(2):z(1),*1.01 Fp>(@-n)-(@-(p—-n)

*¥205+(@-=nr-=({(p—=q)—(p—r)) (,princip sylogismu")

Dukaz:
(1): *1.6 [p = ~p] F@—=>r)—->((~pVvag)—>(~pVvr))
(2):z(1),*1.01 Fl@-nN->((p—~q) ~(pP—-n)



*¥206 - (p—=q)=((g—=r)—= (p—r)) (,princip sylogismu*)

Diikaz:

(1):*2.04[p:==q—-r,q:==p—q,r:=p-rj
F(@=r) - (p—q)~(p—T1))
ad (CladCI d (CladiRad (3adi))

(2): ¥2.05 F@-rn->((p->a)~-(—r1)

(3):z(1)a(2),*1.1 Fp—a)=>((q-n—->(p—r1)

*2.07Fp—=(pVp)

Dikaz:

(1):*1.3 [q = p] Fp—=>(pVp)

*2.08Fp—p

Dikaz:

(1):*2.05[q:=pVp,r:=p] F((pvp)—=p)= (P~ (PVP))—(pP—p)
(2): *1.2 F(pvp)—=p

(3):z(1a(2),*1.1 Fip=>(pVvp)—>(p—p)

(4): ¥2.07 Fp—>(pVp)

(5):z(3) a (4), *1.1 Fp—p

Komentar: V tomto diikazu je iplné rozepsané pouziti pravidla inference.

*2.1 +~pV p (ang. law of excluded middle, ,zakon vylouCeného ttettho“)
Dtikaz:

(1):*2.08 Fp—p

(2):z (1), *1.01 F~pVp

*2.11 + p V ~p (,zdkon vylouceného trettho“)

Dikaz:

(D):*1.4 [p:=~p,q:=7p] F(~pVvp)—=(pV~p)
(2):*2.1 F~pVp

(3):z (1) a(2),*1.1 FpV~p




*2.12 + p = ~~p (,princip dvojité negace")

Dtkaz:
(1):*2.11 [p = ~p] F~pV~~p
(2):z (1), *1.01 Fp—~~p

*213 FpV ~~~p

Dikaz:

(1):*1.6 [q = ~p, r == ~~~p] F(~p—=>~~~p)=>((pV~p)—>(pV~~~p))
(2):*2.12 [p = ~p] F~p—>~~~p

(3):z(1)a(2),*1.1 FpV~p)=(pV~~~p)

(4):*2.11 FpV-~p

(5):z(3)a(4) *11 FpV~~~p

*2.14 + ~~p — p (,princip dvojité negace")

Dikaz:

(1):*1.4 [q = ~~~p] F(pV~~~p)—>(~~~pVp)
(2):*2.13 FpV~~~p
(3):z(1)a(2),*1.1 F~~~pVp

(4):z (3), *1.01 F~~p—p

*2.15 F (~p = q) = (~q — p) (,princip transposice“)
*2.16 F (p = q) = (~q = ~p) (,princip transposice*)
*2.17 + (~q = ~p) = (p — q) (,princip transposice“)

Dilikazy vynechavame.



*22 Fp=>(pVvq)

Dikaz:

(1):*1.3 [p=q,q=p] Fp—(qVvp)

(2):*1.4 [p=q,q:=p] FQvp)—(pVa)

(3):*2.06 [q:==qVp,r==pvq] Fip=>(@Qvp)—->((avp)=(pPVva)-=>(p—>(pVa)))
(4):z(1)a(3)*11 Fl@@vp)=(pVva)—->(pP->(pVa)

(5):z(2)a(4) *1.1 Fp—=(pVvq)

Takovy dikaz budeme zkracovat:

(1):*1.3[p:=4q,q:=p] Fp—-(qVp)
(2):*1.4[p=q,9:=p] F(@vp)—(pVa)
(3):z(1)a(2),*2.06 Fp—-(pVq)

Komentar: Touto zkratkou zavadime pouZzivani zasady (v tomto pripadé principu sylogismu) jako

pravidla, které v sobé ma schované pouziti pravidla inference.

*221r~p=>(p—q)

Dukaz:
(1):*2.2 [p = ~p] F~p—(~pVQ)
(2):z (1), *1.01 F~p-(p—q)

*23 F(pV(QV)=(pV(VvQq)

Dikaz:

(1):*1.4 [p:=q,q:=r] Fqvr)—(rvaq)

(2):*16[q=qVrr:=rvq] F(Qv—=(rva)—=>(pVv(@Vvr)—=(pVv(rva)))
(3):z(1)a(2),*1.1 Fpv(QVvr))—->(pVv(rva))




*231F(pVvV(qVvn)—->(pVva)Vvr)

Dikaz:

(1):*2.3 Fpv(avn)—(pVv(rva))
(2):*1.5[q:=r,r:=q] Fpv(rva)—->(rv(pVva))
(3):z(1)a(2),*2.05 Fipv(qvr)—-(rv(pVva))
(4):*14[p=r,q:=pVq] Frv(pva)—->(pva)Vvr)
(5):z (3) a (4), *2.05 Fipv(iavr)—-((pvaVvr)

Takovy dikaz budeme zkracovat:

(1):*2.3 Fipv(igvr)—-(pVv(rvq))
(2):*1.5[g:=r,r=q] F.—=(rVv(pVvQq))
(3):*14[p=r,q=pVq] F.—=({(pvqg)Vvr)

Komentar: Touto zkratkou zavadime postupné retézeni iprav pomoci principu sylogismu pouzitého

jako pravidlo.8

*232F((pva)Vvr)—->(pVv(qVvr)

Dikaz:

(1):*14[p=pVqq:=r] F{(pva)vr)—=(rv(pva))
(2):*1.5[p:=r,q:=p,r=q] b= (pV(rva)
(3):*2.3[q:=r,r:=q] F..=>(V(vn)

*2.38+(@—=>r)=>((qvp)=>(rvp))
Dikaz®:
(1):*2.06[p==qVpq=pVqr=pVr]

F((qvp)—=(pVva))

= (((pva)—=(pvn))—->(qVvp)—=>(pVr))
(2):*1.4[p=q,q=p] FQvp)—-(pVva)
(3):z(1)a(2),*1.1 F(pva)=(pvn)—=>(avp)—=>(pVr)
(4):*2.05[p=qVpq:=pVrr=rvp]

F({(pvr)—=(rvp))

= (((qvp)=>(pVvn))->((qVvp)-(rvp)))
(5):*1.4 [q=r] Fpvr)—(rvp)

8V orig. je takové zkraceni provedeno trochu obecnéji a slozitéji.

9V orig. je tento diikaz uz jen naznaceny.




(6):z (4)a (5), *1.1
(7):2 (3) a (6), *2.06
(8): *1.6

(9):z (7) a (8), *2.05

*253+F(pva)—=(~p—q)

Diikaz:

(1):*2.12
(2):*2.38[p=q,q:=p,r=~~p]
(3):z(1a(2),*1.1

(4):z (3),*1.01

Atd.10

Favp)=(pVvr)—=>(qVvp)—=>(rvp)
F{pva)—=(pvr)—=>(qVvp)-(rvp))
F@=r)—=>(pVva)—=>(pVr)
F@=r)—=(qVvp)—=>(rvp))

Fp—~~p
Fip—=>~~p)=>((pva)—=(~~pVa))
Fpva)->(~~pVva)
Fpva)—=>(~p—a)

10 7 této i dalsich kapitol vybiram jen nékteré zasady.
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Konjunkce

*3.01 pAq (Cteme,paq”)jezkratkaza ~(~pV ~q)

Pak vyvodime:

*31 F(pAQ)> ~(~pV~q)
Duikaz:

(1):*2.08 [p == ~(~p V ~q)]
(2):z (1), *3.01

Takovy dikaz budeme zkracovat:

(1):*2.08 [p == ~(~p V ~q)], *3.01

*3.11 k~(~pV~q)—=(pAQq)
Dukaz:
(1):*2.08 [p == ~(~p V ~q)], *3.01

*313 F~(pAg) = (~pV~q)
Dtikaz:

(1):*3.11

(2): z (1), *2.15

*3.14 F(~pVv~q)=>~(pAQq)
Dtikaz:

(1):*3.1

(2):z (1), *2.03

F~(~pV~q)—>~(~pV~q)

F(pAQ)—>~(~pV~q)

F(pAQ)—>~(~pV~q)

F~(~pV~q)—>(pAQ)

F~(~pV~q)—->(pAQ)
F~(pAQ)—>(~pV~q)

F(pAQ)—>~(~pV~0q)
F(~pVvV~q)—->~(pAQ)

11



*3.2 rp=(q—(pAa)

Dikaz!:

(1):*2.11 [p=~pV ~q],*3.01 F(~pV~q)V(pAq)

(2):z(1),*232 [p:=~p,q=~q, r:=pAq]
F~pV(~qV(pAQq))

(3):z (2), *1.01 Fp=>(g-(pAQ))

Takovy dikaz budeme zkracovat:
(1):*2.11,*3.01 F(~pVv~q)V(pAQ)
(2):z (1), *2.32,*1.01 Fp=(q—=>(pAQ)

Komentar: Touto zkratkou uz tplné vynechavame psani, co za co substituujeme, protoZze si to lze zpétné

domyslet. Tento diikaz je docela snadné pochopit, ale bylo by (aspon pro mne) dost tézké ho vymyslet.

*3.22+(pAg)—(qAPp)

Dikaz:

(1):*3.13 F~(@QAp)—(~qV~p)
(2): *1.4 ..~ (~pV~q)
(3):*3.14 F..—>~(pAQq)

(4): (3),*2.17 F(pAq)—=>(aAp)

*3.24 + ~(p A ~p) (ang. law of contradiction, ,zakon sporu”)

Dtikaz:
(1):*2.11 F~pV~~p
(2):z(1),*3.14 F~(pA~p)

*326F(pAQg)—p

Diikaz:

(1):*2.02,*1.01 F~pV(~qVp)
(2):z(1),*2.31 F(~pv~q)Vp
(3):z(2),*2.53 F~(~pV~q)—=p
(4):z (3),*3.01 F(pAQ)—p

11V orig. je dikaz jen naznaceny a rozlozeny do dvou ¢asti, prvni je *3.12.
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*327F(pAQ)—q
Diikaz:

(1):*¥3.22
(2):*3.26

*33 F((pAQ)—=r)—>(p~(q—1)
Dikaz:

(1): *2.08, *3.01

(2):*2.15

(3): *¥2.08, *1.01

(4): *2.04

(5):*2.17

(6): z (5), ¥2.05

(7):z (4) a (6), ¥2.06

*331r(p=>(@—=n)—=>(pAg)—>1)
Dikaz:

(1): *2.08, *1.01

(2): *2.31

(3):*2.53

(4): *2.08, *3.01

F(pAQ)—(qAP)
F..—(q

F{(pAQ)—=r) = (~(~pV~q)—T)
Fu.=>(~r—>(~pVvV~q))
Fo.=(~r=(p—~q))
Fo.=(p—=(~r—~q))
F(~r=~q)—>(q—r)
Fp=>(~r=>~q)->(p—-(@Q—r1)
F((pAQ)=>r)—=(p—=>(q—T1))

Fp~(@->r)—>(~pV(~qVn)
F..~>((~pv~q)Vr)
Fo.=(~(~pv~q)—T)
F.>((pAqg)—T)

*3.33+F((p—=g)A(g—r))— (p—r) (,princip sylogismu*)

*3.34F((g—=r)A(p—9))— (p—r) (,princip sylogismu*)

Dtikazy vynechavame.

*335F(pA(p—a))—q
Diikaz12:

(1): *2.08

(2):z (1), *2.04

(3):z (2), *3.31

12V orig. je tento diikaz trochu jinak.

F(p—a)—(p—q)
Fp->((p—4q) —»q)
FipA(pP—a))—q

13



*343F((p>gA(p—r)—-(pP—(qAT)
*345F(P—-q)~>((PAN—(qAT))
*347 F((p>1)A(@—s) > ((pAg) = (rAs))

Dilikazy vynechavame.

Atd.
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Ekvivalence (ang. equivalence, z lat. valeo, zvladam)

*4,01 p < g (¢teme ,p, praveé kdyz q“) je zkratka za (p = q) A (g — p)

Pak vyvodime:

*41 F(p—q) <« (~q— ~p) (,princip transposice*)

*411 F (p < q) © (~p © ~q) (,princip transposice”)

Dilikazy vynechavame.

*4.13 + p & ~~p (,princip dvojité negace")
Diikaz:

(1):*2.12 Fp—~~p
(2):*2.14 F~~p—>p
(3):z(1)a(2),*3.2,*4.01 Fpe ~~p
*42 Fpep

Dtikaz:

(1):*2.08 Fp—p
(2): z (1) dvakrat, *3.2, *4.01 Fpep

*421F(peq)e(gep)

422+ ((pegr(@en)-(per)
*424 Fp e (pAp)

*425Fp e (pVp)

*43 r(pAg)e(qAPp)
*431+F(pvag)e(qVvp)
*432+F((pAg)AT) & (pA(gAT))
*433+((pva)Vvr)e (pVv(qVvn)

*44 r(pA(qvr))e ((pAg)Vv(pAr)
*441Fk(pVv(@@Ar)e((pvaAa(lpvr)

Dilikazy vynechavame.

Atd.
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Diikazy s *1.7

*2.01+(p—>~p)—>~p

Dtikaz!3:

(1):*1.2 F(pvp)—p

(2):*1.7 ~p je elementarni proposic¢ni funkce

(3):z (2), *1.71,*1.72 ~p V ~p je elementarni proposic¢ni funkce s jednou proménnou

(4):z (3), *1.7 ~(~p V ~p) je elementarni proposicni funkce

(5):z(2)a(4),*1.71,*1.72 ~(~p V ~p) V ~p je elementarni proposi¢ni funkce s jednou
proménnou

(6):z(5), *1.01 (~p V ~p) = ~p je elementarni proposi¢ni funkce

(7):z(6) a(1) [p:=~p] F(~pV~p)—=>~p

(8):z(7),*1.01 F(p—=~p)—>~p

Atd.

13V orig. to takto rozepsané neni, *1.7, *1.71 a *1.72 jsou vétSinou pouzivané tiSe, vyjimkou je diikaz *3.03, kterou

naopak ja vynechavam.
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Dalsi prvotni ideje

Rozsifime proposice i na ne-elementarni. Proposice mohou obsahovat zdanlivé (dnes cesky obvykle

,vazané“, ang. ptivodné apparent, dnes bound) proménné.

Proposi¢ni funkce (¢, Y1, x s proménnymi X, y, z: @X, @xy, Px; proménné zapisujeme X, y, za mohou to byt
jakékoli proménné: [pro] individua, proposice, proposi¢ni funkce individui, proposi¢ni funkce
proposicnich funkci... atd.) se po ohodnoceni svych proménnych stanou proposicemi.

Universalni kvantifikator (Cesky obvykle ,obecny*, ang. universal quantifier; zapisujeme Vx @Xx, kde x je
zdanliva proménnda?4, a ¢teme ,pro kazdé x ¢x“) je proposi¢ni funkce jedné proménné [pro] proposi¢ni
funkce, jejiz hodnota je pravdiva, byla-li hodnota proménné takova, Ze vSechny jeji hodnoty jsou

pravdivé, a 1ziv3, je-li aspon jedna lziva.

Individuum (ang. individual, z lat. divido, délim) je vyraz, obsaZeny v jinych vyrazech, jenz neni ani

proposici, ani proposi¢ni funkci.

Rozsireni spojek

Spolu s negaci a disjunkci!s rozsitime i definice implikace, konjunkce a ekvivalence i na ne-elementarni

proposice.

Existenc¢ni kvantifikator

*10.01 3Ax @x (Cteme ,existuje takové x, Ze @x“) je zkratka za ~Vx ~@x

14 Zdanlivé proménné v kvantifikitorech budeme volit vidy tak, aby se nepomotaly.

15 Postupuji podle zplisobu z *10 spiSe nez z *9.
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Priklady

Napr. o obrazku

A A B

bychom chéapali jako pravdivé proposice:

Vx (Bx = Ax) (,U kaZdého kolecka, u néhoz je velké pismeno B, je velké pismeno A.“)

~Vx Bx (,Ne u kazdého kolecka je velké pismeno B“.)

Vx (Ax — 3y Cxy) (,0d kazdého kolecka, u néhoZ je velké pismeno A, vede Sipka k néjakému kolecku.“)
~V@ (@b — @a) (,Ne kazda proposicni funkce kolecka s malym pismenem b je proposic¢ni funkci

kolecka s malym pismenem a“.)

pokud bychom jako individua chapali kolecka a ,,0d kolecka x vede Sipka ke kolecku y“ bychom chapali

jako proposicni funkci Cxy.
Nebo, vratime-li se k predstave uchopovani myslenek z nadobky na myslenky, univerzalni kvantifikator
by byl uchopenou myslenkou s proménnou, pestrou barevnosti dile proménnych, pestie barevnych

myslenek, ktera by prechazela v samé pravdivé proposice.

Individua by byly uchopené myslenky, které bychom nechapali ani jako proposice, ani jako proposi¢ni

funkce.
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Ste]'nost typu (ang. being of the same type, z lat. typus, razba, resp. z fec. TOTTw, razim)

*9.131 Ze dva vyrazy jsou stejného typu, je zkratka za to, Ze:
e jsou obaindividua
e nebo jsou oba elementarni proposice

e nebo co oba obsahuiji, je stejnych typh1é

Dalsi prvotni proposice

*9.14  Jakkoli je vyraz obsahujici proménnou smysluplny, je smysluplny pouze s vyrazem stejného
typu jako je ta proménna na jejim misté. (,pravidlo typti*)

*10.1  FVYX@X— @y

*10.1177 Co je pravdivé o cemkoli, tj. o jakémkoli uchopeném, je pravdivé o vSem. (,pravidlo universalni
generalizace, ang. rule of universal generalization, z lat. genus, resp. z Fec. Yévog, rod)

*10.12 FVx(pV @©x) = (p V Vx @x), kde p neobsahuje proménnou x

Vyvadéné proposice

*10.14 F (VX @x A VX PX) = (@y A dy)

Dtikaz!8:

(1):*10.1 F VX @X = @y

(2): *10.1 [x = PX] F VXX = Py
(3):z(1)a(2)*3.2 F (VX @Xx = @y) A (VX X = Yy)
(4):z(3),*3.47 F (VX @x A VX PX) = (y A gy)

16 Zjednodusuji orig. formulaci, ale neminim tim opravdu zjednodusit pfistup, jak se historicky stalo.
17V orig. je i podminéné znéni ,JestliZe + @y, pak F Vx @x.“ ale to by bylo potieba vZdy pouZivat ve spojeni
s ptivodni *1.1.

18V orig. je misto *3.2 pouzit jiny postup; to samé plati i v nasledujicich dikazech.
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*10.2 FVX(pV @x) < (pV VXeXx)

Dtikaz:

(1): *10.1

(2):z (1), *1.6

(3):z(2), *10.11

(4):z (3), 10.12, *1.01
(5): ¥10.12

(6):z (4) a(5),*3.2,*4.01

F VX @X = @y
F(pVVXx@x)—(pV oy)
FVy ((pV VX @X) = (pV ¢y))
F(pVVXx@x)—>Vy(pVaey)
FVX(pV@x)—=(pV Vxex)
FVX(pV @x) < (pVVXex)

*10.21 FVX(p— @x) e (p— VX@X)

Dukaz:
(1):*10.2,*1.01

FVX (p = @x) © (p = VX ¢x)

*10.22 F VX (x A Px) & (VX X A VX PX)

Dtikaz:

(1): *10.1

(2):*3.26
(3):z(2),*10.11
(4):z(3),*10.21

(5): analogicky, *3.27
(6):z(4)a(5),*3.43
(7): *10.14
(8):z(7),*10.11
(9):z(8),*10.21
(10):z (6) a (9), *3.2, *4.01

F VX (@x APx) = (@y A yy)

F..— @y

F VY (VX (@x A Px) = @y)

FVX (@X A PX) = Vy @y

F VX (@X A PX) = Vy Yy

FVX (@x APx) = (Vy @y AVy y)
F(VX QX AVXUYX) = (@y A y)

FVY (VX @x A VX PX) = (y Ay))
F (VX @X A VX PX) = Vy (@y Ay)

F VX (X A Px) © (VX @Xx A VX iX)

Komentar: V fadku (5) slovem ,analogicky” nahrazujeme zopakovani celého postupu v radcich (1) az

(4), jen s pouzitim *3.27 namisto *3.26. Tento diikaz ma stromovou podobu: v Fadcich (1) az (4) si

pripravime prvni krok, v fadku (5) druhy krok, tyto dva spojime v radku (6), ¢im mame dokazany jeden

smeér implikace, druhy smér dokazeme v radcich (7) az (9), oba sméry spojime v radku (10).

*10.24 F @y — X @X
Diikaz:

(1):*10.1

(2):z (1), *2.03,*10.01

F VX ~@X = ~@y
F @y — 3IX X
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*10.25 F VX @x = 3X @X
Diikaz:

(1):*10.1

(2): *10.24

*10.251 F VX ~@X = ~VX @X
Diikaz:

(1): *10.25, *10.01

(2):z (1), *2.03

*10.252 F ~3X X © VX ~@X
Dtikaz19:

(1): *2.08,*10.01

(2):*2.14

(3): *2.08,*10.01

(4): (3),*2.03

(5):(2), (4),*3.2,*4.01

nebo:

(1): *4.13

(2):z (1), *4.21
(3):z(2),*10.01

*10.253 F ~VX @X < X ~@X
Dtikaz:

(1): *10.1

(2):*2.12

(3):z(2),*10.11, *10.21
(4):z(3),*2.16

(5):z (4), *10.01

(6): *10.1

(7): analogicky, *2.14
(8):z(5)a(7),*3.2,*%4.01

19V orig. trochu jinak.

F VX @X = @y

F...— 3IX@Xx

F VX @X > ~VX ~@X
F VX ~@X = ~VX X

F ~3X @X = ~~VX ~@X
F ... VX ~@X

F 3X X > ~VX ~@pX

F VX ~@X — ~ 3IX QX

F ~3IX X = VX ~@X

F VX ~@X & ~~ VX ~@X
F ~~VX ~@X & VX ~@X
F ~3X X © VX ~@pX

F VX QX — @y
Fo.—~~@y

F VX @X > Vy ~~@y

F ~VX ~~@X > ~VX QX
F 3X ~@xX > ~VX X

F VX ~~@X > ~~@y

F ~VX @X — IX ~@X

F~VX (X ¢ IX ~@X
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*10.26 (VX (@x = Px) A @y) = Yy

Dukaz?20;
(1): *10.1
(2):z (1), *3.31

*10.27 F VX (px = Px) -

Dtikaz:

(1): *10.14

(2): *3.35

(3):z (2), *10.11, *10.21
(4):z (3),*3.3

*10.271 F VX (px & Px) =

Dtikaz:

(1): *2.08, *4.01
(2):*10.22

(3):*3.26

(4): *10.27

(5): analogicky, *3.27
(6):z (4), (5),*3.43,*4.01

*10.28 F VX (px = Yx) -

Dtikaz:

(1): *10.1

(2):*2.16

(3): (2),*10.11, *10.21
(4): *10.27

(5): *2.16,*10.01

FVX (@x = bx) = (@y = Py)
(X (@x = UxX) A @y) = Yy

(VX @x = Vx Px)

(VX (@x = Ux) A VX @x) = ((@y = Yy) A @y)
F..o>yy

(VX (@x = Ux) A VX @X) = Vy Yy

F VX (x = Px) = (VX px = VX Px)

(VX @px & Yx x)

FVX (@x & Ux) = VX ((@x = Ux) A (Ix = @X))
Fo.= (VX (@x = Px) A VX (Px = @X))

F...=> VX (@x—= yx)

F..= (VX @x—= Vx{x)

F VX (X © Px) = (VX PX = VX @X)

F VX (X & Px) = (VX @px © VX PX)

(Ix x = Ix Px)

F VX (@x = Px) = (@y = Yy)

Foo = (~Yy = ~oy)

F VX (@x = x) = VY (~y = ~@y)
F...= (VX ~x = VX ~@x)

F...= (@xex - 3IxPx)

*10.3 F (VX (x = Px) A VX (Px = xx))= VX (px = xx)
Dtikaz:
(1): *10.22 F (VX (px = Yx) A VX (Ix = xx))

(2): (1), *4.01, *3.26

< Vx ((@x = Ux) A (bx = xx))
F (VX (@x = Ux) A VX (bx = Xx))

20 V orig. jen naznaceno, odkazy na kap. *2 a *3 uz jsou naddale pouZzivany tiSe.
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= VX ((@x = Yx) A (Ix = xx))

(3):*3.33,*10.11 FVX (((px = Yx) A (Ux = xx)) = (px = xx))
(4): (3),*10.27 FVX ((px = Px) A (Ux = xx)) = VX (X = xX)
(5): (2), (4), *2.06 F (VX (px = Px) A VX (Ix = xx))= VX (X = xX)
nebo:

(1):*10.14 (VX (@x = Ux) A VX (Ux = xx)) = ((@y = Wy) A (Wy = Xy))
(2):*3.33 F..—= (@y = Xxy)

(3):z (2),*10.11, *10.21 F (VX (px = Px) A VX (Ix = xx))= VX (X = xX)
*11.2 F VX Yy @xy < Vy VX Xy

Dtikaz21:

(1):*10.1 F VX Vy @xy = Yy @zy

(2): *10.1 F..>@zw

(3):z(2),*10.11,*10.21 F VX Vy @xy = Vz zw

(4):z(3),*10.11, *10.21 F VX Vy @xy = YW Vz pzw

(5): analogicky F Yy VX @xy = Vz Vw @zw

(6):z (4) a(5),*3.2,*4.01 F VX Vy @xy © Yy VX @xy

*11.26 F 33X Vy xy = Yy IX @Xxy

Dtikaz:

(1):*10.1 F VY Xy = @xz
(2):z(1),*10.11 F VX (VY @xy — @xZ)
(3):z(2),*10.28 F 3X Vy @xy — IX @pxz
(4):z(3),*10.11,*10.21 F 3IX VY @xy = Vy IX Xy

Komentar: V tomto diikazu jde o to nepomotat proménné.

21V orig. je vyslovné rozsirené *10.1, *10.11 a pak *10.21 na vice proménnych.
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*11.51 F 33X VY @xy & ~Vx Iy ~@xy

Diikaz:

(1): *10.253 F ~Vy @xy < Ay ~@xy
(2):z (1), *10.11 F VX (~Vy @xy < Iy ~@xy)
(3):z (2), *10.271 F VX ~Vy xy © VX 3y ~@xy
(4):z (3), *4.11, *10.01 FIX VY @xy & ~Vx Iy ~@xy
Atd.

Diikazy s *9.14

*10.14 F (VX @x A VX Px) = (@y A y)

Dtikaz:

(1):*10.1 F VX QX = @y

(2): *10.1 [x = PX] F VXX = Py

(3): vyrazy @y a iy jsou smysluplné tak, Zze obsahuji proménnou
stejného typu

(4):z(3),*9.14 vyrazy VX @x = @y a Yx Px = Yy obsahuji prislu§né proménné

stejného typu, a mliZeme je brat jako jedny
(5):z (4),79.14 vyraz (Vx @x = @y) = ((Vx Yx = Jy) = (VX @x = @y) A (VX Px =

Pry))) obsahuje prislusné proménné stejného typu, a miizeme je

brat jako jedny
(6):z (1), (2) a(5),*3.2 (VX @x = @y) A (VX Yx = y)
(7):z (6), *3.47 F (VX @X A VX PX) = (@y A Yy)

kde (3) byl tichy predpoklad.

Atd.
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Paradoxy

Pravidlo typd ma branit paradoxtim vznikajicim z toho, Ze bychom pr¥ijimali za hodnoty proménnych i

proposice nebo proposic¢ni funkce, v nichZ jsou obsazZeny.

o

Napft. tzv. paradox lhare (ang. liar paradox): UvaZme proposicni funkci ,p je leZ.“ Kdyby hodnotou p byla
pravdiva proposice, stala by se tato proposic¢ni funkce lzivou proposici, a kdyby hodnotou p byla 1ziva
proposice, stala by se tato proposicni funkce pravdivou proposici. Co ale, kdyby hodnotou p byla sama
proposice, jiZ by se po ohodnoceni stala? Tj. co kdyby se stala proposici

Tato proposice je IZiva.

Byla by pravdiva, anebo 1ziva?

Obranou proti takovymto paradoxtim je pravidlo typt spolu s definici stejnosti typu, podle nichZ jsou

hodnoty proménné p stejného typu, i kdyZ nenf ddno jakého, ale samotna proposice obsahujici tuto

proménnou (nebo jeji hodnotu) je jiného typu. Neni proto sama smysluplné hodnotou p.

Prevoditelnost

Prijimame dalsi prvotni ideu: Predikativni funkce (ang. predicative function, z lat. dico, fikam, ukazuji;
@!) je proposicni funkce, kterd nepiidava ke svym proménnym zZadné zdanlivé proménné, tj. nepridava
kvantifikatory.

Dale prijimame prvotni proposici:

*12.1  F 3! VX (Px & @!X) (,axiom prevoditelnosti“, nebo ,axiom redukovatelnosti“, ang. axiom of

reducibility, z 1at. duco, vedu)
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Identita (ang. identity, z lat. idem, ty2)

*13.01 x=yjezkratkaza Vo! (@!x = @ly)

Pak vyvodime:

*13.1 Fx=y e Voe! (ex— oly)

Dtikaz:

(1):*4.2 FYo! (@!'x = @ly) & Vo! (@!x - o@ly)
(2):z (1), *13.01 Fx=y e V! (px— oly)

*13.101 Fx=y - (Yx - yy)

Dilikaz vynechavame, vyuziva *12.1.

*13.15 F x =X (,zakon identity“)

Dtikaz:

(1): *2.08 Folx— @lx

(2):z (1), *10.11 FVYo! (px—= @X)
(3):z(2),*13.1 FX=X

*13.16 FXx=yey=X
*13.17 F(X=yAy=2z)—>Xx=12

Dilikazy vynechavame.

Atd.
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v 7
Tridy
Trida (ang. class, z lat. classis, z lat. clamo, volam, zvu, resp. z fec. kaA€w zvu; zapisujeme {x; Px} a cteme
Jtrida vSech x takovych, Ze yx“, uZivame [pro né] proménné: a, ) je netplny symbol, coZ znameng, Ze

sam smysl nema3, ale smysl maji proposice a proposicni funkce, jez ho obsahuji:

*20.01  x{x; Ux} je zkratka za Jp! (Vx (Ux & @!x) A xo!)
*20.02 ye{x; @!x} (Cteme ,y je prvkem tiidy {x; @!x}“) je zkratka za ¢!y

Pak vyvodime:

*20.11 FVX (WX & @x) = (x{X Yx} < x{x; ¢x})

*20.3 Fye{x; yx} < Py

*¥20.31 F{% Wx} = {x; @x} « Vy (y € {x; Yx} ©y € {x; ¢x})
Dtikazy vynechavame.

Atd.

K tfidam definujeme:

*22.01 ac B (cteme ,aje podtiida f“) je zkratka za Vx (x e a = x € B)
*22.02 an B (cteme ,prinik a s ) je zkratka za {x; x € a A x € B}
*22.03 aU B (Cteme ,sjednoceni as 3“) je zkratka za {x; x € a V x € 8}
*22.04 ~ o (c¢teme ,doplnék a“) je zkratka za {x; ~ x € a}

*22.05 a- B (¢teme ,rozdil as B“) je zkratkazaan ~ 3

*24.02 @ (Cteme ,prazdna trida“) je zkratka za {x; ~ x = x}
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Russelliv paradox

Uvazme tiidu {x; ~ x € x}, tedy tridu vSech X, jeZ nejsou svym vlastnim prvkem. Je tato trida svym

vlastnim prvkem?

Pravidlo typi spolu s definici stejnosti typu je obranou i proti takovymto paradoxtim. Podle nich jsou
hodnoty proménné x (resp. prislusné vyrazy v proposicich a proposic¢nich funkcich, za néz jsou
proposicni funkce o tiidach zkratkami) stejného typu, i kdyz neni dano jakého, ale samotna trida (resp.
prislusna proposi¢ni funkce) je jiného typu. Vyraz x € x je proto nesmyslny, a nenf ani pravdivy, ani

1Zivy.22

Relace

Relace (ang. relation, z lat. latus, neseny, souvisejici s lat. fero, nesu; uzivame [pro né] proménnou p) je
roz$ireni tfid na dvojice (a analogicky pak trojice... atd.), je to také netuplny symbol, coz znamenj, Ze

sam smysl nema, ale smysl maji proposice a proposic¢ni funkce, jez ho obsahuji:

*21.01  x{<x, y>; Uxy} je zkratka za ¢! (Vx (Pxy © @!xy) A xop!)
*21.02  x{<x, y>; Uxy}y (Cteme ,x je v relaci {<x, y>; Uxy} s y*) je zkratka za @!xy

Dale budeme mluvit o oboru (ang. domain, z lat. domos, resp. fec. §6p0g, diim, domov; D) a obraceném

oboru (ang. converse domain; Q) relaci:

*33.1123 D(p) je zkratka za {x; 3y xpy}
*33.111 aA(p) je zkratka za {y; Ix xpy}

a o jednom zvlastnim druhu relaci, 1-1 relacich, coz jsou takové24, v nichz ke kazdému prvku D(p)

existuje praveé jeden?s prvek A(p) a naopak.

22Viz PM, s. 60 - 63.
23V orig. to nejsou definice, ale disledky obecnéjsich definic.
24V orig. to je zvlastni ptipad uziti definice *70.01.

2 v¥x (x € D(p) = Ay (xpy A Vz (xpz = 2=Y)))
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Cisla

*73.01 aje podobna f3, je zkratka za Jp (pje 1-1 A (D(p) =a A A(p) =B))
*100.01 Nc(a) je zkratka za {3; o je podobna B } (,,¢islo tridy a, ang. number of a class, z lat. numerus,

Cislo; uzivame [pro né] proménné: y, v)

Zv1ast vezméme cislazé

*101.1 0 je zkratka za Nc(9@)

*101.2 1 je zkratka za Nc(a), kde a je jednoprvkova?? trida

*101.3 2 je zkratka za Nc(a), kde o je dvouprvkovazs tiida

atd... a definici s¢itani

*110.02 p+vje zkratka za Nc(a U 3), kde p=Nc(a),v=Nc(B)aan =0
Pak vyvodime:

*110.643 F1+1=2

Diikaz29:

Sjednoceni dvou jednoprvkovych tiid s prazdnym prinikem je dvouprvkova trida.

Atd.

26V orig. to nejsou definice, ale opét diisledky obecnéjsich definic, v tomto piipadé z *52 a *54.
73x(xeaAVy(yea—-x=y))
BaxAy ((~x=yA(xeaAyea))AVz(zea—> (z=xVz=Y)))

2 Dtikaz jen naznacuji.
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